Problema 2:

Dominio di f; € D, = W\{1}, dominiodi g ¢ D; = K.
Per intervalli di monotonia di f; al variare di a X K\{0}, studiamo il segno della derivata:

) = 2ax(x— 1) — ax? ~ 2ax? - 2ax — ax? ~ ax? — 2ax ax(x-2)
falx) = (x—1)2 - (x—1)2  (x-12  (x=1)2

e D>O0: (x—1)2>OIXxXIDfa

e N=0: ax(x— 2) = 0, due casi distinti:
a. Casoa> 0:N > O0ssex(x—2) = 0,chedax > 2 oppure x < 0.
b. Casoa< 0:N>0Ossex(x—2) <0,cheda0< x<?2
Mettendo insieme lo studio del segno della derivata prima con il dominio, si ottengono i seguenti
intervalli di monotonia di f;:
1. Casoa > 0: f, ¢ monotona crescente su (—eo,0) X (2, ) ed € monotona descrescente su

(0,1) ¥ (1,2).

2. Casoa < 0: f;, ¢ monotona crescente su (0,1) ¥ (1,2) ed ¢ monotona descrescente su
(—o0,0) K (2,00).

Calcoliamo la derivata di

X
X2+ 1 X <0
g(x) = p
x2 41 x>0
o—(x2+ 1) + 2x? o = x2 -1 0
— < A <
(x2+ 1)2 x (x2+ 12~
gwx):“x2+1—2x2 T 71— y2
., >0 ""—m >0
K (x2+1)2 X K(x?+ 1)2 *

Le condizioni da imporre affinche la retta r sia tangente a ¢, e ¥ sono:

* falx) =0chedax=0ex=2
e gMx) =0chedax=+1

* fal0) = ke fy(2) = kchedanno k = 0,a = %



. g(i1)=kchedéa=%

. .. . 1 1 . .
in definitiva otteniamo, a = 3¢ k= - come unica soluzione.

punto b)
A= (xav4), B=(xpys)

A punto stazionario di ¥«

B punto stazionario di ¥
AB? = (xg—x4)° + (yp—ya)*

. a(x*=2x)
fa(x) = (x—l)z

= 0=ax*—2ax = 0=x = Oex = 2.

Escludiamo il punto * = 0.

a-2°

fa(2}=ﬂ=4ﬂ=yﬂ.
Quindi ¥4 = 2 ¢ ¥a = 4a

Per trovare il punto B,

x -
g'(x) = = —(x“+ 1)2x|x=
g () (x* + 1)* X (
. x 5 )
:'l—x_—r-l-m = 2|x| X=x  +x= 2|_1‘| X
=+ x=2"= —x=0=(x*-1)x=0
quindi le soluzioni sono * = 0 x=-1 x=1 Sjccome richiediamo X# = D, consideriamo solo

xg =1 Mentre V8 = 9(1)=1/2,

d, = AB = J(1—2)2 + G —4a)z = j1 + G —4a)z

1
d,:2(§—4a)(—4;= 2-16a___
2| AW + (& o)
Quindi
1

d,' =0=2-16a = 0,e quindia = 3



punto ¢)

Studio funzione f1(x)
8

Dominio

1. x-1z20HKK x=1

11 dominio della funzione ¢&:

Studio del segno della funzione:




E lo stesso punto trovato prima.

Si ha dunque un solo punto di intersezione e, questo coincide con I’origine degli assi.

Limiti agli estremi aperti del dominio

(g)x (g)x* 1
lim 8~ i Yy = — oo
xH —o0 X — XM -0 X 8
1 1
(g)x? (R)x? 1
. 8 . 8 _ _
lim ~ lim = —X=+o0
M +oox — 1 aM+00 X 8

| = = — & co
A x— T if -1 0
Verifica presenza asintoti obliqui:
1 1 1
| fa(x) (g)x? (gx® (gx? 1
h xlxlrpoo X xﬁjiwx(x—1)_x®imx2—x~ x?2 8
| (D2 1 i lx
7= xIlZ”inoo f%(x) s xélTw x—-1 - gx B xllxlrinoox -1 NxIlZIlrinOOT

E dunque presente un asintoto obliquo per x B o avente la seguente espressione:

1
y= g(x+ 1)

Derivata prima:



1 1 1 1
Zx(x—1) - gx? gx?--x
Fi(x)' = 4 8" _ 8 4
3 (x—1)2 (x—1)2
Studio della monotonia della funzione:
1 5, 1
SX°— =X
8 4
(x=1)2 >0

Essendo una funzione razionale il segno dipende da quello del numeratore e da quello del denominatore:

1

Zx(;—1)>OM x<O0Rx> 2

K (x-1)2>0,KxK D,

La funzione ¢ crescente per x < 0 e per x > 2.
Classificazione dei punti stazionari:

x = 0 € un punto di massimo locale poicKe la funzione non é limitata superiormente

x = 2 e un punto di minimo locale poic¥e la funzione non é limitata inferiormente

Derivata seconda

1 1 1
- (zx-7)x-107- (g¥*-zx)2x-1 g
5 (x—1)* (x=1)3
1
7
x=1)3 >0
K x> 1

La funzione pertanto ¢ convessa per x > le concava per x < 1.



Studio funzione g(x)

Dominio
K x%2+ 1% 0veraper ognivalore di x
Df =
Studio del segno

caso x< 0



caso x> 0

——>0sex>0
x2+ 1

La funzione ¢ dunque sempre positiva.

Intersezione con assi
X Intersezione con asse y

Siponex = 0
0

itersezione

X Intersezione con asse X
Sipone g(x) = 0

di intersezione

Limiti agli estremi aper

_1=0+
x
=0t
(=1 (x%+ 1) + x-2x
~ 3 3 , x< 0
(x)' = (x2+ 1)
g = (x?+ 1)+ x-2x
i x>0

X (x2+1)2 '



_n(x2+1)2' x<0
e —x24 0
= , x >
K(x2+1)?
casox < 0
x% -1 5 5
m>0lﬁx—1>0lﬁx>1lﬁx<—1
casox > 0

-x% 41 5 5
m>0lﬂx—1<0lﬁx <1TK x< 1

La funzione ¢ crescente da (—oo,—1)e tra (1,+oo,)

x =~—1ex = 1sono punti di massimo globale
Discontinuita

Avendo al numeratore il valore assoluto |x|, eseguendo i limiti:
oox2-1
S e
—x%+1

im ————=
xB ot (x2+ 1)2
Notiamo che assumono lo stesso valore ma di segno opposto: si tratta di un punto di non derivabilita anche

se la funzione € continua.
Il punto x = O ¢ un punto angoloso.

Derivata seconda

o 2x(x?+ 12— 2(x%+ 1)2x(x2-1)

~ , <0
(x)" = (x2+ 1)% X :
G o ox(x2+ 12+ 2(x2 + 1) 2x(x2 = 1) O‘
- , S
X (x2+ 1)% x
—-2x3 + 6x
_Tazrnre 70
2x3 — 6x
TR

casox < 0



—2x3 + 6x
(x24+1)3

B —2x3+6x>0K x< —+3

(le radici x = 0 e x = y/3)non si considerano per il caso

B 2x3-6x>0H x> +3

(le radici x = 0 e x = —+/3)non si considerano pe

Pertanto, la funzione € convessa per gli intervalli




Facendo un confronto grafico, appare evidente che la dise

¢ vera solo per valori di x > 1.

punto d)

Risolviamo I’integrale:



